Geometria alapok

I. Egy kis visszatekintés

A matematikai tudas jo ideig (kezdve az dkori egyiptomi idok kezdeteitdl) csak szamolési, szamitasi,
szerkesztési ismeretek gylijtemény volt. A mai értelemben vett matematikarol Euklidész (vagy
Eukleidész, i.e. 300 koriil) Elemek (Ztoyeia, Sztoikheia) cimii — az addigi geometriai/matematikai
ismereteket 0sszegzd, rendszerezd, az axiomatikus modszert elészor alkalmazd — miivének
megsziiletésétdl beszélhetiink.

Euklidész miive a gorog matematikusok tobb szazéves céltudatos munkéjanak osszegzett eredménye,
melyben (s ez a legfontosabb) - ahogy Proklosz Euklidészt magyarazva kifejti - kiilon kell targyalni a
principiumokat (elvek: posztulatumok, axiomak) melyeket bizonyitas nélkiil fogadunk el igaznak, és
kiilon azokat az allitasokat, melyeket az elébbiekbdl vezethetiink le (theorémak - tételek).

A matematika tehat olyan bebizonyitott allitasok, tételek halozata, melyek bizonyitas nélkiil elfogadott
elvekre (axidémakra) éplilnek. Az axidmak és a tételek szétvalasztisa, azaz az axiomatikus modszer a
matematika (és sok mas tudomany) fejlodését, eredményességét, alkalmazhatdsagat alapozta meg.

Hogy miért igyekeztek a gorog matematikusok, hogy Osszeallitsak a matematikai allitasok (tételek)
Osszefiiggd rendszerét, illetve hogyan jutottak el oda, hogy igy értsék és igy épitsék fel a matematika
rendszerét? Miért is kell szigoruan bizonyitani az allitdsokat és szétvalasztva targyalni az elveket
(axidomakat) a tételektdl?

A gyakorlat alapjan megszerezhetd matematikai ismereteket - amelyeket gyakran hasznalunk a
mindennapokban - a gyakorlat alapjan elégségesen igazoltnak tekinthetjiik. Ellenben a matematika
természetli megfigyelések egy (igen jelentds) részének igaz vagy hamis voltarél nem lehet
megbizonyosodni pusztan a gyakorlat alapjan. Ezért mertilt fel a matematikai allitdsok elméleti
bizonyitasanak szlikségessége mar a gorogoknél. Pl.:

e A négyzet atloja nem 6sszemérhetd az oldallal.

e Végtelen sok primszam van.

No meg azért is, mert, ha valamit egy korabbi igaznak tudott allitasbol logikai fejtegetések révén le
lehet vezetni, akkor rogton alkalmazhato is a gyakorlatban.

A bizonyitas kérdése mar igen koran felmeriilt a gorog filozofiaban. Az eleai filozofusok i.e. 5. sz.
elsé felében mar rajottek arra, hogy az érzékszervek utjan nyert benyomasaink, tapasztalataink
tudomanyos viszonylatban megbizhatatlanok.

Természetesnek tind igény, hogy mindet bizonyitani kell, azaz csak az az igaz, ami bizonyithato.

De ha mindent (valami masbol) bizonyitani akarunk az ellentmondashoz vezet s lehetetlen is. Az eleai
filozo6fia abbdl (az alapveto - s egyébként helyes - kovetkeztetési szabalybdl) indult ki, hogy hamisnak
tekinthetd az az allits melyb6] hamis allitas vezethetd le. [j modon mindent cafolni igyekeztek mas
igaznak vagy éppen hamisnak 1atsz6 allitdsokra tamaszkodva. "Rendszertelen" felfogasukban
semmirdl nem feltételezték, hogy igaz. Ez pedig egy kényelmes, de terméketlen felfogashoz vezethet -
marmint, hogy talan semmi sem igaz...

A megoldas az, hogy el kell fogadni bizonyitéasi igény nélkiil egyes allitasokat (melyek minden
kétségen feliil allonak latszanak - axiomak) igaznak €s ezekre épithetdk a tovabbi vizsgalatok, azaz
keresni azokat az allitasokat melyek levezethetdk a kiinduld alapéllitasokbdl (tételek).

(Egy ilyen alapvetéssel meghatarozzuk, milyen modellt alkotunk, milyennek gondoljuk a teret, a
vilagot.)

Igazan j6 axiomakat kivalasztani nem is olyan konnyti! Egyrészt iigyelni kell, hogy az axiomakbol ne
kovetkezzenek ellentmondo allitasok, tovabba hogy egyik axidoma se legyen levezethetd a tobbibdl -
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azaz egymastol fliggetlen axiomakra alapozott ellentmondasmentes elméletet kell épiteni. Illetve foleg
bonyolitja az axiomatizalast, ha olyan axiémarendszert szeretnénk alkotni, mely vilagunk egy helyes
"modellje" lehet.

A vilag megismerésének tudoméanyos maddja tehat, ha olyan igénnyel alkotunk meg egy
axiomarendszert, hogy az arra alapozott elmélet (hibahataron beliil) helyesen irja le vilagunkat vagy
annak egy részét. Hogy ez mennyire van igy, azt csak gyakorlati mérésekkel igazolhatjuk. Egy
helyesen épitett axiomatikus matematikai modell (legyen az akéar pl. az euklideszi geometria) nem
feltétleniil adja a vilag pontos leirdsat.

Fontos felfogas, hogy a vilag megismerése, illetve a gyakorlati problémék megoldasa végett a
matematikdnak fontos feladata - a vilag leirdsanak direkt szandéka nélkiil is - kiilonb6z6
axiomarendszerek, avagy adott alapfeltevésekre alapozott strukturdk vizsgélat, tulajdonsagaik
megallapitasa.

Azonnal feltiinik Euklidészt olvasva, hogy megkiilonboztet haromféle alapelv tipust (principiumok):
definiciokat, posztuldtumokat, axiomakat.

A definicidk inkabb afféle magyardzatok, beszédmodbeli megallapodasok (pl. az elsé: a pont az
aminek nincs kiterjedése), melyek sziikségesek lehetnek az érthetdség okan. Azonban a mai
matematika definicio felfogasa mas, pl. nem definial olyan fogalmakat mint a pont, illetve a
definiciokat nem sorolja a modellt meghataroz6 alapfeltevések kozé.

Sokkal érdekesebb viszont a posztulatumok €s az axidmak csoportjanak megkiilonboztetése. Mai
szemmel ezek mindegyike axidma. Mi akkor a gorogok megkiilonboztetésének oka?

Posztulatum (latin sz6, gorogiil aitéma). Ahogy Szabo Arpad irja az 1983-ban kiadott Elemek
eldszavaban: "A didaktikus vita résztvevdinek elére meg kellett egyezniiik a kozosen elfogadott
kiindul¢ tételekben. De el6fordult az is, hogy csak egyik résztvevo kérte (kdvetelte, posztulalta) egy-
egy elvnek az elfogadasat, de nem volt bizonyos az, hogy hozzajarul-e ehhez mas is. Ilyen
egyoldaluan kovetelt elv volta a posztulatum."

A geometriai alakzatok megszerkeszthetdsége érdekében az Elemekben Euklidész elsd két
posztuldtuma lerdgziti: 1. Minden pontbdl minden ponthoz legyen egyenes huzhat6; 2. Véges egyenes
vonal (szakasz) egyenesben folytatdlag meghosszabbithato legyen; A harmadik posztulatum
tetszOleges sugaru kor megszerkeszthetdségét biztositja.

Az els6 harom posztulatum végiil is (szakasz, korrajzolas) a mozgéas megengedését koveteli meg.
Azonban az eleai filozo6fia tagadta a mozgas lehetdségét, igy csak posztulalni lehetett a vonalzo és a
korz6 hasznalatanak lehetOségét.

Kiilon idetartoz6 érdekesség a hires 5. posztulatum esete: Ha két egyenest metsz egy harmadik ¢€s e
harmadik egyenes egyik oldalan a két belsd szg dsszege egyenesszognél kisebb, akkor az els6 két
egyenes ezen az oldalon metszi egymast.

Ezen 4llitas igazolasa az addig rogzitett axiomakbol Eukleidésznek nem sikeriilt. Az V. posztulatum
nélkiili axiomakra alapozva kezdett a tételek bizonyitasat, azonban ily modon az els6 konyv 17. tétele
megforditasanak bizonyitasa lekiizdhetetlennek bizonyult. gy vélhetéen ezt az allitast posztulalta,
azaz megjelenitette V. posztulatumként. Nyilvan az V. posztuldtum bizonyitasat 6 maga is eleve
szlikségesnek tartotta (inkabb bizonyitand6 tételnek gondolta), hiszen nem az axidmak kozé csak a
posztulatumok kozé sorolta).

Késbébb az V. posztulatum a IlI. szazadbeli Ptolemaiosz Klaudiosz egyszertibbel megfogalmazasaban
valt inkabb kozismerté: Egy egyeneshez valamely rd nem illeszkedd ponton 4t — k6zds sikjukban —
pontosan egy olyan egyenes huzhat6, ami nem metszi az els6 egyenest (parhozamosnak nevezve, az
egy sikban 1év0 és egymast nem metsz0 egyeneseket /meg egy egyenest onmagaval is/).
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Ebben a megfogalmazasban szokds az V. posztuldtumot parhuzamossagi axiomanak nevezni. Mely
igen sok munkat €s izgalmat adott, mint egy kétezer éven at a matematikusoknak, kik elszantan
probaltdk megmutatni, hogy ez posztuldtum tétel, azaz bizonyithat6 az alap axiomakbol. Az egyik
legelds (s talan a legalaposabb) korszakalkotd matematikus Bolyai Janos volt, aki igazolta, hogy az V.
posztulatum valdban nem bizonyithat6 a rdgzitett axiomakbol, nem tétel, igy az axiomakhoz sorolhato
csak (lasd Bolyai avagy hiperbolikus geometria).

Eukleidész legnagyobb jelentdségli eredménye tehat az axiomatikus modszer bevezetése, bemutatasa
— emiatt tekinthetd a modern matematika uttordjének.

Erdemes idézni Karteszi Ferenc (az ELTE egykori professzora) mondatait, amit Bolyai Appendixéhez
flizott kitlind jegyzetének utolso fejezetében ir:

"Az axiomatikus modszer modern formdja - Bolyai €s Lobacsevszkij miiveinek kétségtelen hatasara -
Hilbert publikacioibol alakult ki. Ez a modszer rovid 1d6 alatt meghdditotta a korabeli
matematikusokat, eldszor az algebra majd az egész matematika Gjjaépitésére vezetett."[...]

"Ebben a felfogdsban a matematikai vizsgalatot gy végezziik, hogy nem magyarazzuk meg, mely
objektumok azok, amelyekre vonatkozo allitasunkat bizonyitjuk, hanem mint axiomakat felsoroljuk az
objektumok ama tulajdonsagait, amelyekre a bizonyitas felépiil. Ilyen médon a bebizonyitott tétel
mindazokra az objektumokra nézve érvényes, amelyek az axiomaknak megfelelnek."|...]

"Az axiomatikus mddszerek a matematika minden teriiletére valé benyomuléasa elmosta a felosztas
klasszikus hatarait. A matematika alapvetd fogalmainak 0j osztalyozasat és atrendezését a
struktaraelméleti felfogés iranyitotta. Ily moédon a matematika egységesebbé valt. Az absztrakcid
elmélyiilése, az altalanositas kiszélesedése a valosag megismerésében egyre elobbre vitte a
tudomanyt."

Joggal irta Bolyai Janos "... semmibdl egy ujj mas vilagot teremtettem"

Az emberiség mar réges-régen elkezdet az ismeretek gytlijtését a térrél (melyben l1étezik, melynek 6 is
része). A megismeréshez rendszerezni kellet a tapasztalhatokat, és a tudomanyos megismerés
modszerének is ki kellett alakulni. Ebben tehat a gérogok voltak a legkorabban kiemelten
eredményesek, az 6 geometriai modszeriik maig alapja minden tudomanynak. A 1ényeg, hogy
egyszeri alapfogalmakbol kell kiindulni, melyekkel kapcsolatban egymastol fiiggetlen
alapfeltevésekkel kell élni (axiomak) és ezekbdl kovetkeztetésekkel kell tovabbi megallapitasokra
jutni (tételek), illetve ujabb fogalmakat értelmezni. Ezzel parhuzamosan mérésekkel kell ellendrizni,
hogy a felallitott elméleti rendszer mennyire irja le helyesen a valosagot. Tehat, hogy elméletrévén
végzett szamitasok, "joslasok" mennyire pontosak a valésaghoz viszonyitva, azaz hogy az eltérés
betudhatd e a mérési hibanak, vagy nem.

A legalapvetdbb térelemek tekintetében Eukleidész szerkesztési posztulatumai nydjtanak kiinduld
bazist. Az egyélii vonalzdt és korzét hasznalatat (ahogy mar emlitettiik) a kovetkezOképpen rogzitette:
e Minden pontbol minden ponthoz legyen egyenes hizhato;

e Véges egyenes vonal (szakasz) egyenesben folytatdlag meghosszabbithato legyen;

e Minden kozépponttal és tavolsaggal legyen kor rajzolhato.

Mit jelent egy pontbol egy masikba egyenest huzni, vagy masképpen fogalmazva, két pontot
egyenessel 0sszeko6tni? Persze mondhatjuk, hogy posztuldtum - az is. :-) No de, milyen szemléletes,
gyakorlati tevékenység van ennek a hatterében - honnan absztrahaltdk a gorogok is. Az egyenes
vonallal 6sszekotni a vonalzdra vezet vissza, mar mint, hogy van egy ilyen csoda valami, amivel
egyenesen Osszekothetd két pont. Mi is az a vonalz6? Féleg mi az egyenes vonalzd? Nyilvan amit
annak latunk, mar mint egyenesnek. Latunk, igen latunk. Esetleg valami modern 1ézeres kiityiivel
annak mériink. Latni, avagy 1ézer sugarral mérni...

Tehat a nyomok valamiféle szemléletes (szemmel érzékelhetd) egyenes elképzelésiinkhdz vezetnek.



Természetesen az egyébként alapfogalom egyenes viszonyait jol meghatarozzak a réla (is) szolo
axiomak (illeszkedési, rendezési — lasd az euklideszi geometria Hilbert féle axiomarendszere). igy pl.
az euklideszi geometria axidmarendszerére alapozva lehet méréseket s szamitasikat krealni ara
vonatkozoan, vajon tényleg mindeniitt egyenes vonalban terjed e a fény. Mas kérdés, hogy ez
elegendd pontossaggal nem is konnyu. Illetve az is kérdés, hogy ha gorbiilés tapasztalhato, vajon mi
gorbiil a fény sugér avagy az Euklideszinek képzelt tér, avagy csak az euklideszi tér modellje nem
mindig jol irja le a valds teret.

Apropo fény: Az egyenességrol alkotott kialakult tapasztalatunk, elképzelésiink nyilvanvaldan a
fénysugarra alapozddik (a 1ézer is az). Amikor egy vonalz6t legyartunk egy olyan sablont hasznalunk,
amit fénysugar (nézés) segitségével hitelesitettiink.

Tehat egyenes fogalmunk a fény (terjedési) "palyajara" alapozott. Ellenben a geometriai egyenes
viszonyait megadd axiomak nem hasznaljak (nem is hasznalhatjak) direkt médon a fénysugarat...
Innen ered az egyenes koriili zavar. Az egyenes vizualis képzete és geometriai (nyilvan
magyarazatlan) alapfogalma kozott megértési szakadék tatong (egy diak szamara legalabb is).

Egyenesre nem is nagyon mondhat6 példa a fénysugaron ¢€s esetleg a vékony szalon fliggd 6lom golyd
(fonal inga) fonalan kiviil. Bar ez utdbbi is a gravitacioval van kapcsolatban, és annak sem konnyebb a
kapcsolata a geometriai axiomakkal (egyébként is egyre inkabb ugy tlinik a gravitacio és a fény
hasonl6 madar, legalabbis roptiikben :-) ).

A gorogok tapasztalatunkat az igen kozeli vilagrol/bol, térrdl szerezték, az ily modon kapott modell
ezt irhatja csak le jol — a tavoli "vilagra" vonatkozé josaga feltételezés csupan. Ennek kovetkeztében
nem feltétlen varhatjuk el, hogy a "tavoli vidékek" modelliinknek megfelelden viselkedjenek.
Maradjunk tehat egyeldre a mi kis "rajzasztalunkon" (akér sik, akar se :-) ), esetleg
kimerészkedhetiink "foldet mérni" is. :-)

I1. Alapvetés

Alapfogalom: Fogalom, amit nem definialunk.

Axiéma: Allitas, amit nem bizonyitunk.

Axiomarendszer: Alapfogalmak + axiomak.

(Az alapfogalmak ugyan nincsenek definidlva, azonban viszonyaikat az axidmak rogzitik.)

Alapfogalmak: pont, egyenes, sik, illeszkedés (pl. egyenes pontra, pont egyenesre), kdzotte fogalom
(két kiilonboz6 pont kézott egy harmadik pont — "rendezés").

Neéhany példa axidomakra (1athatod "alapigazsag" mivoltuk) — ezt a szakaszt nem kotelezd elolvasni:

o Azilleszkedési csoportbol: Barmely két pontra illeszkedik egy egyenes. Barmely két pontra
legfeljebb egy egyenes illeszkedik. Minden egyenes tartalmaz legalabb két pontot, és minden
egyeneshez 1étezik legalabb egy ra nem illeszkedd pont.)

e Rendezési csoportbol: Ha az A, C pontok kozrefogjak a B pontot, akkor a C, A pontok is
kozrefogjak a B pontot, €s a harom pont egy egyenesre esik. Barmely A, C ponthoz Iétezik az AC
egyenesen B pont gy, hogy A, B kozrefogja C-t. Barmely harom egy egyenesre esd pont koziil
pontosan egyet fog kozre a masik ketto.

e Vannak még axiomak a parhuzamossaggal, tavolsaggal, tengelyes tiikrozéssel kapcsolatban
(gondoljunk egy papirlap dsszehajtasara).



Néhany kezd6 fogalom:

o Félegyenes: Egy egyenesre illeszkedd pont az egyenes két részre osztja, mindkettd egy nyilt
félegyenes — a pontot valamelyikhez hozzavéve, az egy zart félegyenes vagy roviden félegyenes.
Az illetd pont a félegyenes kezd6pontja.

e Sz0g: Két darab kozos kezdpontu félegyenes két részre osztja kdzos sikjukat. Mindkettd egy

szogtartomany (roviden szog), a félegyenesek a szogszarak. A kozos kezd6pont a szog cstcsa.

(Meg kell jelolni melyik szdgre gondolunk.)

Teljes szog: melynek szérai egybe esnek.

Egyenes szog: Melynek szarai egy egyenest alkotnak (de nem esnek egybe).

Kiegészitd szogek: Osszegiik egyenesszog.

Mellékszog (ezt is szokas kiegészitd szegnek mondani): Egy szog mellékszoge egy masiknak, ha

egyik szaruk k6zos (cstcsuk is), masik szaraik pedig egy egyenesre esik (de nem esnek egybe).

e Der¢kszog: Ha egy szog megegyezik mellékszogével, derékszognek nevezziik (a teljes szog
negyede).

o K¢t egyenes hajlasszoge: Metsz0 egyeneseknél a keletkezett legfeljebb kétféle szog koziil a nem
nagyobbik (nem metsz6 esetben picit bonyolultabb, akarcsak sikoknal).

e Merdlegesség: Két egyenes merdleges, ha hajlasszogiik derékszog.

e Tudni kell még a kovetkezd fogalmakat (1asd alt.isk): hegyesszog, tompaszdg, parhuzamos szaru
szogek, egyallasu szogek, valto szogek, csticsszogek, potszogek.

e Szakasz: Két kiilonb6z6 pont egyenesén, a pontok kézott 1évo pontok halmaza egy nyilt szakasz, a
pontokat is hozzaszamitva zart szakasz — a pontok a szakasz végpontjai.

e Szakaszfelez6 merdleges: A szakasz felezOpontjan atmend, a szakasz egyenesére merdleges
egyenes.

o Szogfelezd: Egy olyan félegyenes, melynek kezddpontja azonos egy megadott szog
csucspontjaval, és ez a félegyenes a szoget két egyenld szogre osztja.

A kovetkezo fogalmak elemi jelleglick még: haromszdg, haromszog egyenldtlenség, a haromszog
oldalfelez6 merdlegesei, szogfelezdi, magassagvonalai, sulyvonalai, kdzépvonalai, egyenldszart
haromszog, egyenld oldalti haromszog, derékszogli haromszdg (oldalai elnevezései,illetve melyek a
derékszogli haromszog befogoihoz tartoz6 magassagvonalai?), tengelyes tiikr6zés (sikbeli), a
konvexség fogalma.

Egyéb tudnivalok: Az alapvetd négyszogek definicioi (trapéz, deltoid, paralelogramma, stb.), illetve
osztalyozasuk. Melyik az a négyszog, amely trapéz és deltoid is egyben? Konvex sokszogek
belsdszogeinek 0sszege, kiilsd szogeinek dsszege, atldinak szdma.

Alapszerkesztések (a teendok leirdsa a 1ényeg): szakaszfelezd merdleges, szogfelezd, parhuzamos
egyenes szerkesztése egy adott egyenessel egy adott ponton at (egy db vonalzoval és korzdvel), a
haromszog 6t alapszerkesztése.

Tételek: a szakaszfelezd merdleges tétele; egyenldszart haromszog tételei; haromszog belsdszogeinek
Osszege; egy haromszog kiilsd szoge nagyobb, mint a nem mellette 1€v6 belsd szog; haromszog
szogeinek és oldalainak 0sszefiiggései; haromszdg oldalfelezé merdlegeseivel és szogfelezdivel
kapcsolatos tételek (koré, be és hozzairhato korok).

Fontos: Euklideszi geometriaban, harom pont vagy egy egyenesre esik vagy egy korre.
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